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Célculo I. Examen VI

Ejercicio 1 (2 puntos). Escribe los siguientes enunciados:

1. Axioma del supremo.
“Todo conjunto de niimeros reales no vacio y mayorado tiene supremo”

2. Teorema de Bolzano-Weierstrass.
“Toda sucesion acotada de ntimeros reales admite una parcial convergente”

3. Definicién de sucesion de Cauchy.
Sea {x,} una sucesién de nimeros reales. Se dice que {z,} es “de Cauchy” si:

Ve>0 dImeN: Slp’qEN,setiene]xp—:cq]<€
p,g=m

4. Criterio de Stolz. (para sucesiones del tipo {Z—:})

Sean {a,}, {b,} sucesiones de nimeros reales tales que {b,} " 400 (estric-
tamente creciente y divergente). Entonces,

Si {M}—w:{@}—w (LER 6 +o0)
bn+1_bn bn

Ejercicio 2 (2 puntos). Prueba que la suma de los cubos de tres naturales conse-
cutivos es siempre multiplo de 9.

Esto es equivalente a probar que
vneN Fk, eN:n*+(n+ 1>+ (n+2)° = 9%,
Lo haremos por induccion:

x Cason =1
P n+1P 4+ n+2P=1+8427=36=9-4 Si (k =4)

* Supuesto cierto para n (hipétesis de induccién) n® + (n + 1)* + (n + 2)3 =
9%, (k, € N)
iSera ciero para n + 17 Veamos...

n+1P+n+2°+m+3)°=n+1)P°+n+2)>+n°+9n*+27Tn + 27 =
=n3+(n+1)3+(n+3)3+9(n2+3n+3)$9kn+9(n2+3n+3):

=9 (k, +n*+3n+3) = Si

. 7

-~

k'n+1

Luego queda demostrado por induccién.
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Ejercicio 3 (2 puntos). Sea el niumero real a < 1 (fijo). Estudia la convergencia de
la sucesion definida por recurrencia como: 1 = a, T,y =1 — /1 —1x, Vn € N.

Indicacién: distingue casos, segin seaa=1,0<a<1,a=0, a <0.
Casol) a=1=uz,=1 VneN {z,}={1} —1

Caso 2) 0 < a < 1. Probemos que {z,} decreciente y minorada (por 0).

-~

(2) (1)

(1) Por induccién.
xn=1x1=a>0

* Suponiendo z,, > 0 (hipdtesis de induccién) ;= x,1 > 07

Tp1 >0<—=1—-V1l—-—2,>0<= V1 -2, <1<+

<—l-z,<l<=zx,>0 Si

(2) zppi<zp<=l—-WVl-z,<z,<=1—-2,<V1—1,<=
— (1l-z)V<l-z,<—1-1,<1l<x2,>0 Si

Por tanto, {x,} converge (a un limite “L”). Tomando limites en la férmula de

recurrencia,
(unicidad
Tnt1 — L del limite) L=1
I = L=1—-VvV1—-L= .. V
1-y1—-2, —1—+1—-1L L=0

(El caso L = 1 no puede darse porque {z,} \,\,, < 1)
Luego en el caso 0 < a < 1 obtenemos {z,,} \,\, 0.

Caso3) a=0 = 2,=0 Yne N= {z,} = {0} — 0.
Caso 4) a < 0. Probemos que {z,} es creciente y mayorada (por 0).
(2 (1)
(1) Por induccién

xn=1xrx1=a<0
* Suponiendo z,, < 0 (hipdtesis de induccién) ;= x,11 < 07

Tpt1 <0<=1-V1—-2,<0<¢<= V]l —2,<1 <+

<—1l—-z,<1l<=zx,<0 Si

(2) xpp1 >rp<—=1—1—-z, >z, <= 1—2,>/1—2, <
—(l-z,)p>l-r, <= 1l-z,>1<2,<0 Si
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Por tanto, {x,} converge (a un limite “L.”). Tomando limites en la férmula de

recurrencia,
(unicidad
Lnt1 — L del limite) L=1
I — L=1—-V1—-L= .. \Y
l—y1l—z, —1—+1—-1L L=0

(El caso L = 1 no puede darse porque z,, < 0 Vn € N)
Luego en el caso a < 0 obtenemos {z,} /0.

Ejercicio 4 (2 puntos). Sean las sucesiones de niimeros reales positivos {a,} vy {b,},

que verifican que {a,} — +00 y que {Z_:} 9

Estudiar la convergencia o divergencia de {b,} y de {

1. Convergencia de {b,}.

n 1
Donde en (x) he aplicado que {—} — 5 >0y que {a,} — +oc.
An

Por tanto, la sucesién {b,} diverge positivamente ({b,} " +o0)

1
2. Convergencia de { 11:1EZZ)> }

— _= — ]_
(b, (b, *

In(b,) In(b,)

In(a) In (bn : g—:) In(b,,) + In (Z—:)
)

Donde en (x) he aplicado que {%} — In(2) y que {b,} — +o0

n

Ejercicio 5 (2 puntos). Estudia la convergencia de la sucesién:

. 3n2 +2n + 1\ 1"
3n2 +5n

\
242 1
Defino {z,} =<¢1+1n s tntl 1
3n2 + 5n )
N ~— puedo aplicar el
—1 criterio de Euler
{Yn} = {4n + 1} )

)



Célculo I. Examen VI

i — el = yp(z, — 1) — L

3n24+2n+1 3n2 4 2n + 1) 4D
(2, — D) =@n+)n (=TT ) (2T
Yn(2 )= (4n+ )n( 3n? 4+ 5n ) ( 3n? 4+ 5n

=1In (z,)¥ — In(e™*) = —4
~——

(¥)—e—4

Donde en (x) he aplicado de nuevo el criterio de Euler:

242 1
{xn}_{?w—ﬂ}_n

2
3n? + dn ( puedo aplicar el )

criterio de Euler

{yn} = {4n+1}

e — el =y, (r, — 1) — H

n?+2n+1
wln —1) = (@dn+1) (LT
yn( ) = (dn+ >( 3n? + 5n )

%+2n+1—3ﬁ?—5n>

— —4
3n2 + 5n

:(4n+1)(

Yn —4
Luego z¥» — e™*.

Asi, L = —4 y por el criterio de Euler, z¥» —s ™.



